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INTRODUZIONE

La circonferenza fa parte di un insieme di curve
(ellisse, parabola, iperbole) chiamate coniche,
perché si possono ottenere tagliando un cono
CcOn un piano.

Consideriamo un cono e

E emmmnmenmgnm-

tagliamolo con un piano
perpendicolare al suo asse.

La figura: che. si offiene
dall'intersezione del piano
e la superficie del cono €
una circonferenza.
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La circonferenza come luogo
geometrico

Assegnato nel piano un
punto C=(c,p), detto centro,
si chiama circonferenza la

curva piana luogo

geometrico dei punti P=(x;y)

equidistanti da C:
PC = costante = r




Trasformiamo la proprieta che godono i punti P in una
equazione: I'equazione della circonferenza, ossia
I’equazione che deve essere soddisfatta dai punti P del
luogo geometrico.

PC=r
usiamo la formula della distanza tra due punti

Joa—a)2+G-pF=r > (x—a)’+y-pP =12
- x2+a2—2ax+y2+,32—2,8x—r2=0

Poniamo:
—2a b=-28 Gl s B

si ottiene:




Equazione della circonferenza

x*+y*+ax+by+c=0

RIASSUNTO FORMULE

a b

t C=|\——;——=
centro - > >

raggio — r = (—E)2+

2
condizione esistenza circonferenza

(-9 4 (-2) —c=0
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CIRCONFERENZE PARTICOLARI

a=0
x2+y2+by+c=0

X'

a.Si ha o =0, quindi C(0; B): il centro appartiene
all’asse y.

b=0
x2+y2+ax+c=0

b. Si ha B =0, quindi C(c; 0): il centro appartiene
all’asse x.




c=0
x2+y2+ax+by=0

X'

c. Le coordinate di O(0; 0) verificano I'equazione, quindi
la circonferenza passa per l'origine degli assi.

a=b=0
x2+y2+c =0

x2+y2=r2 (r=\-¢)

X'

d. Si ha o = =0, quindi C(0; 0).
La circonferenza ha il centro nell’origine.




e. La circonferenza ha centro sull’asse y e passa
per I'origine. Il raggio misura r =\p2 = IBl.

C(o; 0)

ol

f. La circonferenza ha centro sull’asse x e passa
per l'origine. Il raggio misura r = Vo2 =lal.




L’equazione: x? + y? = 4 rappresenta
una circonferenza? In caso affermativo
determinare centro e raggio.

a=0; b=0;c=-4; a’4+b’4—c =4

[’equazione data rappresenta una circonferenza
reale di centro C(a ; B) = C(-a/2 ; -b/2) = C(0;0)

e di raggio r = 2.

L’equazione: x2 + y? + 9 = 0 rappresenta una circonferenza?

a=0; b=0;c=-9; a¥4+b*4—-c = -9

[’equazione data non rappresenta una circonferenza.
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Indichiamo quale, fra le seguenti equazioni, ¢ quella di una circonferenza:

Q) Xt = x5 =0; b)2x2+ 2y 2 —x—4y+2 = 0; c)x*—y*+5x = 0.

2
a) Poiché la misura del raggio deve essere un numero reale, nella formula r = \/ ( 5 5 > —
il radicando deve essere positivo.
Sostituendo i valoria = — 1, b = 1, ¢ = 5, otteniamo per il radicando:

% = % — e & <0 - lequazione non é quella di una circonferenza.

b) Dividiamo entrambi i membri per 2:

R [

Sostituiamo a = —%, b =—2,c = 1 nell’espressione (——

L)z e
(4 +1-1=-L>0.

L’equazione data, quindi, € quella di una circonferenza. Il raggio misura %
: | _ _
Le coordinate del centro sono xo = —— = e

> > 1 (figura sopra).

c) x* — y* + 5x = 0 non & 'equazione di una circonferenza perché il coefficiente 1 di x* non ¢ uguale a
coefficiente —1 di y.
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Determinare per quali valori del parametro reale k
I'’equazione: 3x2 + 3y2 - 6(k-1)x + 27 = 0
rappresenta una circonferenza.

Affinche l'equazione data rappresenti una circonferenza si deve verificare che:

@[4+b4-c=20 , cioe (k-1)'-920; k’2k-8 =0, verificata per k=2 U k= 4.

In particolare per k=-2 e per k= 4 la circonferenza ¢ degenere (r=0), e si riduce ai punti:
C,(-3;,0), per k=-2, e C,(3;0), per k=4.

per k=2 — xX'+y +6x+9=0 — (x+3)2 +y’ =0, verificata solo per
Infatti si ha:

per k=4 —  xX+y -6x+9=0 — (x—3)2+y2=0, verificata solo per
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Tracciare il grafico della seguente funzione:

y=2+4- x>

CGominclamo: @
determinare il dominio
della funzione.
Essendo una funzione
irrazionale intera, |l
dominio ée:

4-x"20 = x"-4=<0 - 2=x=2 = D=[-2;2]
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Tenendo presente il dominio, questa funzione e

equivalente al seguente sistema:

y—2=0 y=2

—>

(y-2)Y =4-x" X +y —4y=0




Pertanto, il grafico della funzione € quello in
figura. Si noti iI dominio e I codominio della
funzione.




ESERCIZIO GUIDA
Rappresentiamo graficamente la curva di equazione:

x?+y2—4{x[—-4=0.

Poiché
‘x|={x sex=>0
=% se x <10

allora 'equazione data risulta equivalente all’'unione delle
soluzioni dei due sistemi:

{xZO {x<0
V

+yt—4x—4=0 X+ yP+4x—4=0

La rappresentazione delle soluzioni del primo sistema ¢
costituita dai punti della circonferenza di equazione
x* + y* — 4x — 4 = 0 contenuti nel semipiano delle x = 0.




La circonferenza ha centro Cy(2; 0) e raggio r = 2V2 e pas-
sa per i punti A(0; — 2) e B(0; 2).

Disegniamo solo I'arco di circonferenza contenuto nel semi-
piano delle x = 0 (figura a).

La rappresentazione delle soluzioni del secondo sistema ¢
costituita dai punti della circonferenza di equazione
x* + y* + 4x — 4 = 0 contenuti nel semipiano delle x < 0.

Tale circonferenza ha centro C,(— 2;0) e raggio r = 2V2 e
passa per i punti A(0; — 2) e B(0; 2). Disegniamo solo 'arco
di circonferenza contenuto nel semipiano delle x < 0 (figu-




Trovare |'equazione corrispondente al grafico
utilizzando i dati della figura.

yA

Il grafico e costituito da una semicirconferenza
nell'intervallo 0=x<2 e da una semiretta
nell’intfervallo x >2.
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cui, utilizzando la formula della retta passante
per due punti, otteniamo |'espressione della
funzione nell'intervallo x>2:

In definitiva, la curva in figura rappresenta |l
grafico della seguente funzione:

leﬁf se 0=sx<?2
J(xX)=11

—x—-1 se x>72
2




ESERCIZIO GUIDA

Risolviamo graficamente la seguente disequazione irrazionale:

V—x2+2x+8 +4 > 2x.

Isoliamo la radice a sinistra del segno di disuguaglianza:

V—x2+42x+ 8> 2x — 4.

Dai due membri della disequazione ottenuta ricaviamo le
equazioni di due funzioni:

y=V—x2+2x+8,
y=2x—4.

Per disegnare il grafico della prima funzione,

y=vV—-x>+2x+8,

determiniamo il suo dominio ponendo il radicando
maggiore o uguale a 0:

—x*+2x+8=20 - —2<x<4,

Il dominio della funzione ¢ dunque I'insieme
D={xeR|-2=<x <4} (figura a).




L’equazione della prima funzione,

y=V—x*+2x+8,

¢ equivalente al seguente sistema:
y=0 y=0
V= x 1+ 2x+8 By =2 S0

che rappresenta una semicirconferenza di centro (1; 0) e
raggio 3 (figura b).
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La seconda funzione corrisponde alla retta di equazione
y=2x—4,
che interseca I'asse x in (2; 0) (figura c).

Dal grafico leggiamo, in modo approssimato, I'ascissa a del
punto di intersezione tra la retta e la circonferenza, nella
parte di piano in cui la disequazione ha significato:

a =~ 3.1.

Osserviamo nel grafico tracciato che la disequazione
V—x>+ 2x + 8 = 2x — 4 mette a confronto I'ordinata di
un punto della circonferenza con I'ordinata di un punto del-
la retta con la stessa ascissa.

Evidenziamo sul grafico la zona in cui i punti della circonfe-
renza hanno ordinate maggiori o uguali rispetto alle ordina-
te dei punti corrispondenti della retta (figura d).

Le ascisse di questi punti sono le soluzioni della disequazio-
ne data:

S={xeR|-2<x<aq,a~31}.
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POSIZIONE DI UNA RETTA RISPETTO ALLA
CIRCONFERENZA

Per studiare la posizione di una retta rispetto a una
circonferenza, dobbiamo determinare quante sono
le soluzioni del seguente sistema (metodo di
sostituzione):

{x2+y2+ax+by+c=0
y=mx+q

A>0 = retta secante (soluzioni reali e distinte)
A=0 =» retta tangente (soluzioni reali e coincidenti)
A<O =» retta esterna (non ci sono soluzioni reali)




La posizione di una refta rispetto a una
circonferenza e possibile definila anche dalla
distanza h della retta rispetto al centro della
circonferenza:
Y A

N

h<r = retta secante

h =r = retta tfangente
h>r = refta esterna
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ESERCIZI

Determinare gli eventuali punti di intersezione tra la
circonferenza di equazione: x2+y?2-2x-2y+1=0 e la retta
di equazione: x-2y-1=0.

Per determinare gli eventuali punti d’intersezione tra la retta
e la circonferenza, dobbiamo risolvere il seguente sistema di
2° grado:

-~

s Metodo di sostituzione: ricaviamo
x"+y°-22-2y+1=0 1a x dalla seconda equazione e
sostituiamola nella prima:

X=2y+1]
(29 +1F +y* - 202y +1)- 2y +1=0

Effettuiamo le dovute operazioni:

x-2y-1=0




x =2y +1 :x=2y+l :x=2y+l
4y +4y+1+y* -4y -2-2y+1=0 S5y2-2y=0 |y(5y-2)=0

da cut st ottiene

x=2*0+1=0
y=0

5y-2=0

{x= 2y +1

La retta € secante alla
circonferenza nei punti:

A=(1;0) e B=(9/5;2/5)




Determinare gli eventuali punti di intersezione tra la
circonferenza di equazione: x2+y?2=1 e la retta di
equazione: y=-x+5.
Il sistema da risolvere € il seguente:
{x2+y2=1
y=-—x+5
=-x+5 =-x+5
x2+(—x+5]2=1 x?+x* -10x+25=1

o4

Metodo di sostituzione:

y=-X+D>
%2 =5x+12=0

A<O | .
il sistema non ammette soluzioni / 3\1
la retta e esterna - \/




LE RETTE TANGENTI A UNA CIRCONFERENZA

Dato un punto P=(x;Yy, € una circonferenza
qualsiasi di equazione x2+y2+ax+by+c=0, si
POSSONO presentare | seguenti tre casi.

A A A

y[ y y

’/
-

t, ¢ X

P € esterno P appartiene P é interno
alla circonferenza alla circonferenza alla circonferenza
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g U Metodo generale, valido per tutte le coniche
i (circonferenza, ellisse, parabola, iperbole)
METODO DEL DISCRIMINANTE NULLO A =0

Determinare le equazioni delle rette tangenti
alla circonferenza di equazione: x2+y2-2x=0
condotte dal punto P(9/4,0).

1. Verifico se P appartiene alla circonferenza:
81/16-9/2 = 0

P non appartiene alla circonferenza, quindi
posso avere due soluzioni (due rette tangenti),
se P € esterno, nessuna soluzione (nessuna
retta tangente), se P € interno alla circonferenza.
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2. Si scrive il sistema formato dall’equazione
della circonferenza e quella del fascio di

rette passanti per P:

rX2+y2—2X=O

y=m(x-9/4)

Metodo di sostituzione:

0

X% +m’ x—% -2x=0




Dopo varie operazioni algebriche si ottiene
un’equazione di 2° grado i cui coefficienti della x
sono funzioni del parametro m:

16(1+m?)x* -(72m* +32)x +81m* =0
3. Si pone la condizione di tangenza A=0:

A=b® ~ 4ac = (72m? +32)2 ~4-16(1+m?)-(81m*) =0

e I'equazione di 2° grado rispetto a m ammette
le seguenti soluzioni:

-144m* +256 =0 m12=ii
3

9
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4
——X+

3

y=

ferenza sono due
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ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo le equazioni delle rette tangenti alla circonferenza x> + y? — 4y — 5 = 0 condotte dal
punto P (— 3; — 2).

Rappresentiamo la circonferenza e il punto P. La circonferenza ha centro (0; 2) e raggio 3. Il punto P &
esterno alla circonferenza, quindi le tangenti sono due.

o Utilizziamo il I metodo (A = 0). L’equazione di una retta generica per P& y + 2 = m(x + 3) e cioé
y = mx + 3m — 2 con esclusione della retta x = — 3 parallela all’asse y.

Mettiamola a sistema con I'’equazione della circonferenza:
xX*+yP—4y—-5=0
y=mx+3m—2
Troviamo 'equazione risolvente e riduciamo a forma normale:
x*(1+m?) —2m@d —3m)x +9Im>—24m+7 = 0.

Poniamo la condizione di tangenza % =0:

m*(4—-3m?>*— 1 +m>)OOm*—24m+7) =0




16m? + it — 24m> — 9 + 24m — 7 — it + 24m> — Tmi? = 0

7
2dam—7=0-m = .
-~ 24
Otteniamo un solo valore di m a cui corrisponde la retta di equazione:
= S/
y+2= 4 (x+3)—>y= X" g

Laltra tangente deve essere parallela all’asse y e ha equazione x = — 3.

yA

~

x2+y2-4y-5=0

\_ o
Mo




iene

=0

(Xo;Yo) appart
2

°x+2x0+b'y+y0+c=0

alla circonferenza x2+y2+ax+by+c
Formula dello sdoppiamento

Si applica solo se il punto P
XX, + Yy, +a
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Determinare le equazioni delle rette tangenti
alla circonferenza di equazione
x?+y2-2x-6y-10=0, condotte dal punto P(5;5).

Verifico se P appartiene alla circonferenza:
25+ 25-10-30-10=0

P appartiene alla circonferenza, quindi ho
sicuramente una e una sola tangente, e posso
applicare la formula dello sdoppiamento:

S5x+5y-2-572_6.2%2 1020
2 2

retta tan gente = 4x+2y-30=0 oppure y=-2x+15







ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo l'equazione della retta tangente alla circonferenza x? + y> — 4x — 2y = 0 nel suo
punto P(1; 3).

Il punto P(1;3) appartiene alla circonferenza.
Formula dello sdoppiamento

7% 4 p- 2N 00

XXy + Yy, +a- 5

x+1 _2y+3 _
2 2

0




METODO DELLA DISTANZA
CENTRO-RETTA = RAGGIO
Si applica solo se il punto P=(X,;Y,) non appartiene
alla circonferenza x2+y2+ax+by+c=0

Determinare le equazioni delle rette tangenti alla
circonferenza di equazione: x2+y2- 2x=0 condotte

dal punto P(9/4;0).

1. Verifico se P appartiene alla circonferenza:

81/16-9/2 = 0

P non appartiene alla circonferenza, quindi
posso applicare il metodo della distanza centro-

retta=raggio.
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9

-5m|=V16m> +16

=1

1amo
—S5m

25m* =16m”*+16 m’= g

J16m? +16

1 centro
lv

€1

fascio e il centro C sia uguale al raggio r e
riso

S.Impongo che la distanza fra le rette del




6. Sostituisco i valori di m nell’equazione del
fascio di rette e troviamo le equazioni delle
due tangenti:

Rette tangenti in P

4
=—x-3
¢ 3

y=—ix+3

3




ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo le equazioni delle rette tangenti alla circonferenza x> + y> — 4y — 5 = 0 condotte dal
punto P (— 3; — 2).

Rappresentiamo la circonferenza e il punto P. La circonferenza ha centro (0; 2) e raggio 3. Il punto P &
esterno alla circonferenza, quindi le tangenti sono due.

Consideriamo il fascio di rette perP,mx —y & 3m — 2 = 0, che esclude larettax = — 3, ¢ applichia-
mo la formula della distanza fra le rette e il centro C:
dz\“%+b%+6|=|—2+3m—2|

Poniamo tale distanza uguale al raggio e risolviamo I'equazione rispetto a m:
[3m — 4|
V1 + m?

_ _ 3 = ' 7
=3 - Bm—4)??*=91+m?) - 9Im*+16—24m =9+ 9Im* — m=—r.

Otteniamo la retta di equazione:
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METODO DELLA TANGENTEIN P
PERPENDICOLARE AL RAGGIO

Si applica solo se il punto P=(X,;Y,) appartiene
alla circonferenza x2+y2+ax+by+c=0

Determinare le equazioni delle rette tangenti alla
circonferenza di equazione x2+y2-2x-6y-10=0,
condotte dal punto P(5;5).

1. Verifico se P appartiene alla circonferenza:

25 2 — 0 S0 — L0 =

P appartiene alla circonferenza, quindi ho
sicuramente una € una sola tangente, e posso
applicare il metodo della tangente in P

perpendicolare al raggio.
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mx—-5Sm+5

il coefficiente angolare della

;9)

=(5

Y=Y =m(x—-x,) ==y

3. Scrivo l'equazione del fascio di rette di
centro P
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4. Determino
retta PC




Determino il coefficiente angolare della
retta PC perpendicolare alla retta tangente
in P :

y=-2x+ 15

L’equazione della
retta tangente in
Rre:

y=-2x+15

X2 +y2-2x-6y-10=0




ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo l'equazione della retta tangente alla circonferenza x> + y?> — 4x — 2y = 0 nel suo
punto P(1; 3).

Le coordinate del centro sono C(2; 1) e il coefficiente angolare del

=)

raggio PCe m = —

Per la condizione di perpendicolarita la retta tangente ha coefficiente angolare %:
1 <

=iy =
y—3—2(x 1) - y=oxt 5
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UNA CIRCONFERENZA

Per poter determinare |'equazione di una
circonferenza x2+y?2+ax+by+c=0 occorre

calcolare i tre coefficienti a,b,c presenti in essa.

Pertanto il problema é: trovare tre condizioni tra loro
indipendenti tali da tradurle in tre equazioni nelle tre
incognite a,b,c.

Ecco alcuni casi.




1. Sono noti le coordinate del centro e il raggio.

/" Clxoi Yo\ (X — Xg)% + (y — yo)? = r?
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2. Sono note le coordinate degli estremi di un
diametro.

'Z S
- i B
yB ----- /-/-1 """""" ;"’?\\ (XA ; XB; yA ; yB> Punto medio di AB

y \‘é g % e V(XA - Xg)* + (Ya — Vp)?
e I .

M

: -
O| Xa Xg X
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Scrivi l'equazione della circonferenza avente per
diametro il segmento di estremi A(-3;1) e B(2;5).

> Sono note le coordinate degli estremi del
diametro: il centro C come punto medio (due
condizioni) e il raggio come meta del diametro
(una condizione).




-

a=—2a=1
b= 0Bk 6
c=a’+f°1 1/4+9-41/4 = -1

equazione circonferenza

X +y +x-6y-1=0




3. La circonferenza passa per un punto € sono
note le coordinate del centro.

yf -
LA ! FCP= '\/(XP = Xo)? + (Yp — Yo)?
H C(Xo, YO) \
lp ® ) b= Xp)? + (y = yo)* =r°
Yp[— R i
§ Es >
O] Xp X




4. La circonferenza passa per tre punti non

allineati.
yA
q 3¢+ ¥} + axy + by + ¢ =0
Yolremsatha, Sy
B | X2ty taxa+ by, +c=0
' \
1 : \ 2 2 =
Y1 X . X3 (X3 +Yy3+axg+by;+c=0
\: i /l 8
O ,-.)_(-1.\..\«---.).(.2--,&' A
y3 R




Scrivere |'equazione della circonferenza passante per |

punti A=(0;-2), B=(0;6), C=(8;0)

> La circonferenza passa per tre punti non
allineati (tre condizioni)

4-2b+c=0  passaggio per A
X*+y’+ax+by +c = 0 = {36+6b+c=0 passaggio per B =1

64 +8a+c=0 passaggio per C

(a=-13/2
=

equazione circonferenza

X2+y2—§x—4y—12=0

kc=—12




5. La circonferenza passa per due punti € |l
centro appartiene a una retta di equazione
nota.

yA \ St y=mx+(
Czina_
=GP =00

Si trova I'equazione
dell’asse del segmento PQ:

> il centro C € il punto di

X | intersezione della retta nota

s con l'asse a. Il raggio
r=CP=CQ




Scrivere l'equazione della circonferenza passante per |
punti A=(1;2) e B=(3;4) e avente il centro sulla retta
di equazione x-3y-1=0.

Poiché AB ¢ una corda della circonferenza, allora I'asse di AB passa per il centro.

Determiniamo 'equazione dell’asse di AB sapendo che ¢ la retta perpendicolare al segmento e passante per
il suo punto medio. Le coordinate del punto medio M di AB sono (2; 3).

Il coefficiente angolare di AB & m = 1, quindi il coefficien-
te angolare dell’asse € m; = — 1.
L’equazione dell’asse & y — yy = my(x — xp), ossia:
y=3=—1(x—2) - ytx—5=0.
Determiniamo le coordinate del centro intersecando I’asse
di AB con la retta data:
xty—5=10 ==y 15
x—3y—1=0 —y+5—-3y—1=0
x=—y+5 (x =4
—4y =—4 ly=1
Il centro & C(4; 1).




Calcoliamo la misura del raggio:
r=CA=+4-1)2+(1-2)%=v9+1=VI0.
Quindi 'equazione della circonferenza é:

(x—4)2+(@p-1)2=(V10)? - xX>—8x+16+* —2y+1=10 - x>+ y*—8x—2y+7 = 0.
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Metodo alternativo

Scrivere |'equazione della circonferenza passante per i
punti A=(1;2) e B=(3;4) e avente il centro sulla retta
di equazione x-3y-1=0.

> La circonferenza passa per due punti (due
condizioni) e il centro appartiene a una retta
di equazione nota (una condizione):

1+4+a+2b+c=0 passaggio della circonf. per A

O+16+3a+4b+c=0 passaggio della circonf. per B

-a/2-3(-b/2)-1=0 passaggio retta t per C(-a/2;-b/2)



La risoluzione del sistema ci da i1 tre coefficienti
della circonferenza:

a=-8
b=-2
\c=7

equazione circonferenza

X +y° -8x -2y +7 = 0




6. Sono note le coordinate del centro € la
circonferenza e tangente a una retta di
equazione nota.

yA '/'-y~= mXx -+ Qg
_ I mxg-yo+ql
& \:l \jmz + 1
\\\C(Xo,' Y(z)/,' (X — Xg)2 + (y — yp)?
i >
X
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Determinare |‘equazione della circonferenza di centro
C(-2;-3) e tangente alla retta di equazione y=3x-1.

> Sono note le coordinate del centro C (due
condizioni) e il raggio r (una condizione) come
distanza del centro dalla retta tangente.

Calcoliamo il raggio come distanza centro-retta
tangente:

lyo — mxo — q| _ |—3 —3(—2) + 1] _ 4
V1 + m? v1+9 V10

T —




[1 sistema di equazioni,
condizioni, €:

=
b=-2p0;

a2+ﬁ2_r2

equazione circonferenza

X2+y2+4x+6y+5?7=0

B ezt 21T




Altri casi

Determinare l|'equazione della circonferenza passante
per i punti A=(1;4) e B=(5;0) e tangente alla retta di
equazione y= - x+1.

> La circonferenza passa per due punti (due
condizioni) ed € tangente alla retta (una

condizione):

1+16+a+4b+c=0 = passaggio della circonf. per A(l ;4)

25+5a+c=0 = passaggio della circonf. per B(5;0)

a+4b+c=-17
S5a+c=-125




x*+y +ax+by+c=0

y=—-x+1

2
X H(=x+1) +ax+(a+2)(-x+1) +

X2 —Dx=Da—11=0

A=0 = 4-4(2a-11)=0 = a=-6




(a+4b+c=-17
S5a+c=-25

La=—6

equazione circonferenza

X +y —6x-4y+5=0
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ESERCIZIO GUIDA

Determiniamo l'equazione della circonferenza passante per i punti P(1; 2) e Q(3; 4) e tangente alla
retta di equazione y = — 3x + 3.

Imponiamo alla circonferenza di equazione x* + y* + ax + by + ¢ = 0 il passaggio per i punti Pe Q:

{a +2bte==5 passaggio per P

3a+4b+c=-25 passaggio per Q

Ricaviamo due incognite in funzione della terza. Usiamo il metodo di riduzione, sottraendo membro a
membro:

2a+2b=-20 - a+b=-10.
Sostituiamo b = — a — 10 nella prima equazione e ricaviamo c in funzione di a:

c=a+15. Ora imponiamo che la retta y = — 3x + 3 sia

, . : : tangente alla circonferenza:
L’equazione della circonferenza diventa:

¥ by tar—(atl0)y ta 15 =10
y==3x 13

% Ly ax (@ 0)y g 15=101
Giungiamo all’equazione risolvente,

562+ 2(a + 3)x — (a + 3) = 0, (a+3)2+5(a+3) =0,

e imponiamo la condizione di tangenza, dg cuig =—3, a = —8.
cioe A = 0:




Riprendiamo il sistema
{b =—a—10
c=a+15
e calcoliamo b e ¢ in corrispondenza dei valori a = —3,a = —8.
Le circonferenze che soddisfano le condizioni richieste hanno le seguenti equazioni:
y A

X2 +y2-3x-7y+12=0

X+ —=3x—-7y+12=0

X2 +y?-8x-2y+7=0
xX*+y*—8x—2y+7=0
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Determinare le equazioni delle circonferenze tangenti
agli assi cartesiani, con il centro sulla retta r di
equazione Xx-5y+12=0.

Essendo la circonferenza tangente agli assi
cartesiani, abbiamo due condizioni (condizioni

di tangenza):

x*+y +ax+by+c=0 Yy +by+c=0  condiione
-

ditan genza O b2 —4c =0

x=0 x=0

) 2 _ 2 1 condizione
X +y +ax+by+c—0 A x“+ax+c=0 ditan genza A=0 = a2_4c=0

y=0 y=0




La terza condizione € data dal fatto che il
centro della circonferenza si trova (appartiene)
sulla retta r:

X, =5y, +12=0 = ‘%‘5 -g 015 =10

Le tre condizioni trovate formano un sistema di
tre equazioni nelle tre incognite a,b,c:

b? —4c =0
a’ —4c=0
a-3b-24=0
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C1
XA2+yA2+6Xx+6y+9=0

Cc2
XA2+yA2+4x-4y+4=0




LA POSIZIONE DI DUE CIRCONFERENZE

| casi che si possono presentare:
: ©
o
_ GD c. Circonferenze una
a. Circonferenze interna all’altra.

secanti. b. Circonferenze

tangenti. O

d. Circonferenze

: e. Circonferenze
concentriche.

esterne.




0

eventuali
ferenze

Ircon

delle due ¢

1oNl

2 2
X +y +ax+by+c=0
ety taxthyte

r
"~

9

lvere il sistema di quarto grado formato

Nso
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Per determinare gli

dalle equaz




r)c2+)/2+cvc+l9y+c=0

2 2
X +y +a'x+b'y+c'=0

(a—a')x+(b—b')y+c—c'=0

Equazione asse radicale

(a—a‘)x+(b—b')y+c—c'=0




Equazione asse radicale
in forma esplicita

c—c
b-b'

Osserva che se a=a’ e b=Db’ non si ottiene | 'equazione
della retta “asse radicale”; in questo caso le due
circonferenze sono concentriche e non hanno punti in
comune o Sono coincidenti.




0) 5

a. L'asse radicale & la retta r passante
per i punti di intersezione delle due
circonferenze.

o o
/ X

b. L'asse radicale ¢ la retta t passante
per il punto di tangenza delle due
circonferenze.

O

P X

(0)

c. L'asse radicale esiste anche se le
circonferenze non sono secanti.




Proprieta dell’asse radicale:

’

@ 11 coefficiente angolare m, dell’asse radicale ¢ — Z___ @_ 11 coefficiente angolare m, della

retta passante per i centri C(—i' = %)e C'(— ; i %) e

2 _ —b+b _ —(b-=-b) _b-V
" —a+d  —(a—-d) a-—-ad"

. B __a—da b=V
Poiché m, m. = b—b a—d

= —1, l'asse radicale risulta perpendicolare alla retta pas-

sante per i centri delle due circonferenze (figura 13).
Si deduce, quindi, che nel caso di circonferenze tangenti (figura 12b) I'asse radicale coincide con
la retta tangente alle circonferenze nel loro comune punto di tangenza T.




L’asse radicale &
perpendicolare alla

retta passante per 1
cenitritdellerdie
circonferenze.




La conoscenza dell’equazione dell’ asse radicale
consente di calcolare gli eventuali punti di
iInfersezione tra due circonferenze.

I sistema iniziale (di 4° grado) € equivalente al
sistema (di 2° grado) formato dall’equazione di
una delle due circonferenze e da quella
dell’asse radicale:

rx2+y2+ax+by+c=0
(a=-a)x+(b-b)y+(c-c)=0




Tale sistema ammette:

<> due soluzioni se le circonferenze sono secanti;

< una soluzione se le circonferenze sono
tangenti;

asse radicale

; C2 ; C
B 3
asse radicale/' asse l'adicale/




< nessuna soluzione se le circonferenze non
sono secanti, né tangenti.

asse radicale asse radicale




ti d'intersezione delle

i pun
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i equazione

X +y +2x-4y-11=0
X +y +2x-16y+13=0

-
-

<

X2+y2+2x-4y-11=0 e Xx2+y2+2x-16y+13=0
Trovo l’asse radicale risolvendo il seguente

sistema con il metodo di riduzione

. Determinare gli eventual
due circonferenze d




lente al sistema
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Il sistema




Le due circonferenze sono secanti nei punti
A(-5;2) e B(3;2). I centri sono C,(-1;8) e C,(-1;2).

X2 +y2+2x—16y+13=0
A

y :
Ce-18

X2 +y2+2x -4y —11=0
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Vet 3o

0 e x24y2-3x+2=10

i equazione

X2+y?-1=
s =

-
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sistema con il metodo di riduzione

due circonferenze d
Trovo l'asse radicale risolvendo il seguente
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lente al sistema

equiva
= 1+y2—1=0 —
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111

| D

quindi c'e¢ una sola soluzione

ferenze e da quella dell’asse rad
1

x*+y° -1=0
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[1 sistema




Cioe le circonferenze sono tangenti in T(1;0) e
la retta tangente € 'asse radicale di equazione
x=1. I centri sono C,(0;0) e C,(3/2;0).
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d’intersezione

punti
| equazione

0

0 e x24+y2-4x-12=0
x*+y —4x-12=0

X2+y?-1
e |

|

delle due circonferenze d
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Trovo 'equazione dell’asse radicale




I1 sistema iniziale € equivalente al sistema
formato dall’equazione di una delle due
circonferenze e da quella dell’asse radicale:

x +y°-1=0 121 105

0y

x==11/4 16 e

Il sistema non ammette soluzione, per cui le
due circonferenze, di centri C,=(0;0) e C,=(2;0),
non hanno punti in comune.




R }-'2 —4x-12=0




Determiniamo gli eventuali punti di intersezione delle due circonferenze di equazioni:

2y —9=e v’ y2 =8y —0y-t7 — (.

Troviamo I'equazione dell’asse radicale sottraendo membro a membro le due equazioni:
{x2+y2 +2y—9 =0
X =8 =2yt 7 =0
8x+4y—-16=0

L’asse radicale ha equazione y = — 2x + 4.

Risolviamo il sistema:
£yt 2y=9=10
y==2x%°F4d

Le due circonferenze si intersecano nei punti:

A(l:2) e B(3:—2)







FASCI DI CIRCONFERENZE
~ Date due circonferenze C e C', di equazioni;
o C: x2+y2+ax+by+c=0 e C':x2+y2+a’x+b’'y+c’'=0

si chiama fascio di circonferenze definito da C e
C’ (generatrici del fascio), I'insieme di C’' e di
tutte le circonferenze rappresentate
dall’equazione:

Equazione fascio di circonferenze

X +y +ax+by+c+k(x>+y +ax+by+c)=0




Per k=-1 |l'equazione del fascio diventa
I'equazione dell’asse radicale del fascio:

(a-a)x+(b-b)y+(c-c)=0

_~asse radicale

['asse radicale € una
particolare circonferenza

con raggio infinito
(circonferenza .)

degenere).




Le generdirici C e C’ possono dvere uno
o due punti comuni; tali punti si
chiamano punti base del fascio.

I luogo deil centri delle circonferenze del
fascio € una retta perpendicolare all’asse
radicale e si chioma asse centrale.




Fascio di circonf.
Fascio con due punti base A e B Fascio con un punto base T  Fascio senza punti base  concentriche

a.x. = asse radicale
a.Cc. = asse centrale




STUDIO DI UN FASCIO DI CIRCONFERENZE

Per studiare un fascio di circonferenze occorre trovare:

a) centro e raggio in funzione del parametro k;
b) le due generatrici;

c) gli eventuali punti base;

d) l'asse radicale e I'asse centrale;

e) eventuali circonferenze degeneri.




Studiamo il fascio di circonferenze di equazione:

1+kx>+(1+k)y>+(2—4k)x—6y—1+2k=0

Scriviamo I'equazione del fascio di circonferenze in forma canonica, dividendo entrambi i membri per
1 + k (perché cio abbia senso, poniamo 1 + k # 0, ossia k # — 1):

2= 4k 6 2k—1

pEnTR et

X Syt

o Le coordinate dei centri, al variare di k, sono:

C( 21k+_kl; s )
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« Determiniamo la misura del raggio, sempre in funzione di k:

_, [ Qk=1)2 9  2k—1 _ V2k»—5k+11
(1) e =k i E

r

Tale espressione ¢ reale quando il radicando & positivo o nullo, cioé quando:
2k* =5k + 11 =0.

Dato che A = 25 — 88 < 0, il trinomio & positivo Vk € R e non si annulla mai.

 Troviamo le due circonferenze generatrici e gli eventuali punti base del fascio.

Raccogliamo il parametro k nell’equazione del fascio assegnato:
kxFxs Bky e —dkx F2x 6y 1 £ 2k =10
% L L 2x 6y SNIEEK (5 e )=

Le due circonferenze generatrici sono:

x‘Eyktox—6y—1=l0le x* Lty —4Ax 2 =0,




Risolviamo il sistema, formato dalle due equazioni, per trovare i punti base:
ety tb2x—6y—1=10
x*+ y* — 4x +2=0
+o6x—6y—3=0 - 2x—2y—1=10

S e =)
2% =2y =1 =1

[8x2—20x+9 =0 . 10+V28 _ 5+\7
2x—2y—1=10 8 4

(5+4\f7; 3+4\ﬁ>eB(5—4\f7; 3—4\ﬁ).

I punti base del fascio sono A

o« 2x — 2y — 1 = 0 élequazione dell’asse radicale e si ottiene anche ponendo k = — 1 nell’equazione del
fascio.




Disegniamo alcune circonferenze del fascio,
attribuendo alcuni valori a k: x2+y2+2x-6y-1=0

k =
=0ty S0 s Gy = =) ;

Co(—1;3), rp = V11 (¢ la prima circonfe-
renza generatrice);

k= 1—>x2+y2—x—3y+%=0,
Cl(l i),7‘1=\/§;

)
k=2->x>+y"—2x—2y+1=0,
Cz(l;l), D= I,

La seconda circonferenza generatrice ha cen-
tro Cy(2; 0) e raggio ry = V2.

2x—2§—1=0 y==-x+2

o L’asse centrale é y = — x + 2 (¢& la retta pas- i radicala 5 it el

sante per C; e C,).




Studiare il fascio di circonferenze di equazione:
X2 +y2-3(2-k)x+4ky -16 -34k =0

1. Scriviamo l'equazione del fascio nel seguente
modo:

X2 +y?-6x—16+k (3x +4y—-34)=0

Quindi il fascio € generato dalla circonferenza:

x?+y?—6x—16=0 dicentro C(3;0)

e dall’asse radicale (circonferenza degenere):

3x + 4y — 34 =0
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L Il fascio rappresenta cm:onferenze reah per: !
A=0 — %(2—k)2+4k2+16+34k20 cio¢ per k= -2 ?

Per k = -2 si ha la circ. degenere, che coincide con
il punto T(6 ;4) ; infatti, per k=-2 si ha:

X" +y°-12x-8y+52=0, circ. di centro T(6 ;4)

e raggio = 36+16-52=0.

3. Eventuali punti base :

‘+y°—6x-16=0 X=6
G - — T(6:4)
3x+4y-34=0 y=4

Il sistema ammette una sola soluzione , quindi l'asse

radicale coincide con la tangente in T.




Conclusione:

L’equazione del faSC].O Equazione fascio: x*+ y?—f6x—16+k 3x+4y-34)=10
rappresenta: \

X : Ix+dy-34=0
per k # -2 un fascio di ’

circonferenze tangenti in
Trtey 1 centrily delle
circonferenze si trovano
sulla retta “asse centrale”
passante per CT, di
equazione:

S5 o s

¥+yi-6x-16=0
_‘




Studiare il fascio di circonferenze di equazione:
X2 +y2-4x+2y+k-3=0.

1. Si osserva che le coordinate del centro:
et (_E._é) L)
=L 2 ) 2 &Y ( ) )
sono costanti, indipendenti dal parametro k.

Quindi si tratta di un fascio di circonferenze
concentriche di centro C(2 ; -1).

2.1l fascio rappresenta circonferenze reali per:

A>20 = 4+1-k+3=0, cioé per k=<8




ferenza degenere, che

8 si ha la circon

de con il punto C(2

Per k

-1). Infatti, per k=8
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he rappresenta una circonferenza

di centro C(2
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= 0.
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Conclusione

L’equazione data
rappresenta, per

k=<8, un fascio di
circonferenze
concentriche, di
centro C(2;-1).

Fascio di equazione x?+ y?

Yy

,I
/

—4dx+2y+k-3=10

2l
L/
1[{

II
i




Date le circonferenze:
X2 +y2-10x-6y+24=0 e x2+y2-4x=0
determinare:
1. I'equazione del fascio di circonferenze;
2. I'equazione dell’asse radicale del fascio;
3. I'equazione dell’asse centrale del fascio.

1. Equazione del fascio di circonferenze:
x2+y?—10x-6y + 24 +Kk(x°+y?-4x)=0
oppure
(1+k)x? + (1+k)y?— (10 + 4k)x — 6y + 24 =0
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2. L’equazione dell’asse radicale si ottiene per

L
k=-1:

—-6x-060y+24=0 Ve 4
3. Equazione asse centrale:

C(2; 0) centro della circ. x +y —4x=0

m=1 coeff. ang. (‘asse centrale L asse radicale)

y=m(x—2) y=-x+4







Determinare |I'equazione del fascio di circonferenze
passanti per i punti A(-1;2) e B(3;0).

A e B sono 1 due punti base del fascio di
circonferenze. Andiamo a trovare due elementi
del fascio da poter combinare linearmente.

Tali elementi sono: asse radicale (retta AB) e
circonferenza di diametro AB.




Y—=Ya XXy

YB —Ya Xp — Xy

a3
y=-—X+—

A

oppure x+2y-3=0




£ >
P TS e L
S LA v

raggio

centro :

quindi - b

QT e O

x> +y°-2x-2y-3=0
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Equaz. fascio x*+y*-2x-2y-3+kix+2y-31=0

Yy




Determinare l‘'equazione del fascio di circonferenze
tangenti nel punto T di ascissa 1 alla retta t di
equazione 3x-y-2=0.

Per determinare l'equazione del fascio, occorre
combinare linearmente le equazioni di due
circonferenze tangenti nel punto T ala retta t.

Il punto T appartiene alla retta r, per cui la sua
ordinata é:

e e




Come prima circonferenza prendiamo quella
degenere che ha centro T=(1;1) e raggio nullo:

Ol = =0 = et ===t =0

Come seconda circonferenza prendiamo la retta:
t: 3x-y-2=0 (asse radicale)

che rappresenta una circonferenza degenere di
raggio infinito.




Combinando linearmente le equazioni
ottenute, otteniamo 'equazione del fascio:

SR = D = =) = (0
J

4y +Bk=)x—(k+2)y—2k+2=0




